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1. Предмет технічної механіки рідини і газів
Механіка рідини і газів – це наука, що розглядає основні закони руху і рівноваги рідин (як краплинних, так і газоподібних), а також їхню силову взаємодію з твердими тілами.
Механіку рідини можна розділити на дві частини:
1) теоретична механіка рідини, де викладаються основні положення теорії рівноваги і руху краплинних рідин і газів;
2) прикладна (технічна) механіка рідини, в якій розглядається додаток цих законів до практичних випадків.
Знання механіки рідини необхідно для вирішення цілого ряду інженерних завдань – розрахунку трубопроводів, повітропроводів, конструювання гідравлічних і повітродувних машин (компресори, насоси, вентилятори та ін.), проектування котельних агрегатів, а також вирішення безлічі інших питань [1-3].


2. Основні фізичні властивості рідини
2.1.   Щільність   рідини.   В'язкість   рідин.   Капілярні  явища.  Аномальні рідини. Ідеальна рідина
Рідини з погляду механічних властивостей розділяються на два класи – малостисливі (краплинні) й стисливі (газоподібні). З позицій фізики краплинні рідини значно відрізняються від газоподібних. У механіці рідини часто закони, справедливі для краплинних рідин, є справедливими і для газоподібних, і навпаки.
Для більшості випадків, розглянутих у цьому посібнику, не матиме принципового значення, про яку рідину буде йти мова – краплинну чи газоподібну. Якщо ж виникне така необхідність, це буде обмовлятися окремо.
Краплинні рідини мають цілком визначений обсяг, величина якого практично не змінюється під дією зовнішніх сил. Гази займають весь наданий їм обсяг і можуть значно змінювати його залежно від прикладених зовнішніх сил.
Основні властивості рідини, що істотно впливають на багато законів їхнього руху – це щільність і в'язкість. У деяких ситуаціях також велике значення може мати сила поверхневого натягу.
Щільність рідин – щільністю рідини називається її маса, віднесена до одиниці об'єму:
,							(1)
де М – маса рідини в об'ємі W.
Щільність води при 4° С  ρ=1000  кг/м3 (102 кгсс2/м4).
Якщо рідина неоднорідна, то формула (1) визначає лише середню щільність рідини. Для визначення щільності в даній точці слід скористатися формулою
,				(2)
У практиці про масу рідини судять за її вагою. Вага рідини, що приходиться на одиниця об'єму, називається питомою вагою:
=G/W,				(3)
де G — вага рідини в об'ємі W.
Питома вага води при 4° С  = 9810 Н/м3 (1000 кгс/м3).
Якщо рідина неоднорідна, то формула (3) визначає тільки середню питому вагу рідини. Для визначення питомої ваги рідини в даній точці слід користуватися формулою
,					(4)
де G — вага рідини в об'ємі W.
Щільність і питома вага зв'язані між собою відомим співвідношенням
,				(5)
де g — прискорення вільного падіння.
Відносною питомою вагою рідини (чи відносною вагою)  називається відношення питомої ваги даної рідини до питомої ваги води при 4°С:
.				(6)
На відміну від питомої відносну питома вага являє собою відвернену (безрозмірну) величину, чисельне значення якої не залежить від обраної системи одиниць виміру. Так, для прісної води при 4°С маємо
				(7)
У табл.. 1 як приклад наведені значення питомої ваги і щільності деяких краплинних, а в табл. 2 – стисливих рідин (газів).
Щільність, а, отже, питома і відносна питома вага рідин змінюються зі зміною тиску і температури. Ця залежність різна для краплинних рідин і газів.
Стискальність краплинних рідин під дією тиску характеризується коефіцієнтом об'ємного стиску β, що являє собою відносну зміну об'єму рідини на одиницю зміни тиску:
,						(8)
де W0 — первісний об'єм рідини; 
∆W — зміна цього об'єму при збільшенні тиску на величину ∆р.
Коефіцієнт об'ємного стиску в системі СІ має розмірність Па-1.







Таблиця 1 – Щільність ρ і питома вага γ краплинних рідин при 20°С









»      мінеральна 	8000—8750	877—892
Нафта 	8340—9320	850—950
Ртуть 	132900	13547
Спирт етиловий безводний 	7440	789,3
Хлористий натрій (розчин) 	10690	1200
Ефір етиловий 	7010—7050	715—719

Таблиця 2 – Наближені значення щільності ρ і питомої ваги γ газів при 










Величина, зворотна коефіцієнту об'ємного стиску, називається модулем пружності рідини:
.						(9)
Коефіцієнт об'ємного стиску краплинних рідин мало змінюється при зміні температури і тиску (табл.. 4).
Таблиця 3 – Значення коефіцієнта об'ємного стиску води при різних температурах і тисках








Таким чином, при підвищенні тиску на 9,8·104 Па (1 ат) об'єм води зменшується на 1/20000 частину початкової величини. Коефіцієнт об'ємного стиску для інших краплинних рідин має приблизно той же порядок. У більшості випадків, що зустрічаються в практичній діяльності інженера-сантехника, зміни тиску не досягають великих величин, тому стисливістю води можна знехтувати, вважаючи питому вагу і її щільність не залежними від тиску.
Міцність рідини на розрив при вирішенні практичних завдань не враховується.
Температурне розширення краплинних рідин характеризується коефіцієнтом температурного розширення t, що виражає відносне збільшення об'єму рідини при збільшенні температури на 10С, тобто
,					(10)
де W0 — початковий об'єм рідини;
∆W — зміна цього об'єму при підвищенні температури на величину ∆T.




Таблиця 4 - Коефіцієнт температурного розширення води
Тиск, Па·104 	t, 1/град при температурі, °С 
	1-10	10-20	40-50	60-70	90-100
10 	0,000014 	0,00015 	0,000422 	0,000556 	0,000719 
980 	0,000043 	0,000165 	0,000422 	0,000548 	0,000714 
1960 	0,000072 	0,000183 	0,000426 	0,000539 	— 
4900 	0,000149 	0,000236 	0,000429 	0,000523 	0,000661 
8830 	0,000229 	0,000294 	0,000437 	0,000514 	0,000621 

Однак вплив температури на питому вагу в ряді випадків (при значній різниці температур) доводиться враховувати.
Щільність і питома вага краплинних рідин, як це випливає з попередніх міркувань, мало змінюються зі зміною тиску і температури. Можна приблизно вважати, що щільність не залежить від тиску, а визначається тільки температурою. З виразів (1) і (10) можна знайти наближене співвідношення для розрахунку зміни щільності краплинних рідин зі зміною температури:
	.					(11)
Значення коефіцієнта βt у (11) знаходять з таблиць у межах заданого інтервалу температур (табл. 4).
Здатність рідин змінювати щільність (питому вагу) при зміні температури широко використовується для створення природної циркуляції в котлах, опалювальних системах, для видалення продуктів згоряння і т.д.
У табл. 5 наведені значення щільності води при різних температурах.
На відміну від краплинних рідин, гази характеризуються значною стисливістю і високими значеннями коефіцієнта температурного розширення. Залежність щільності газів від тиску і температури встановлюється рівнянням стану.
Найбільш прості властивості має газ, розріджений настільки, що взаємодія між його молекулами може не враховуватися – так званий ідеальний газ.
Таблиця 5 - Залежність щільності ρ, кінематичної υ і динамічної μ в'язкості води від температури










Для ідеальних газів справедливе рівняння Клапейрона, що дозволяє визначати щільність газу при відомих тиску і температурі, тобто
,				(12)
де р - абсолютний тиск; R - питома газова постійна, різна для різних газів, але не залежна від температури і тиску (для повітря R= 287 Дж/(кг·К)); T - абсолютна температура.
Поводження реальних газів в умовах, далеких від скраплення, лише незначно відрізняється від поводження ідеальних газів, і для них у широких межах можна користуватися рівняннями стану ідеальних газів.
У технічних розрахунках щільність газу звичайно приводять до нормальних фізичних (t=0°; ρ= 101 325 Па) або до стандартних умов (t=20°С; ρ=101325 Па). 
Щільність повітря при R = 287 Дж/(кг·К) у стандартних умовах за формулою (12) буде дорівнювати =1,2 кг/м3.
Щільність повітря при інших умовах визначають за формулою
						(13)
Оскільки об'єм газу великою мірою залежить від температури і тиску, висновки, отримані при вивченні краплинних рідин, можна поширювати на гази лише в тому разі, якщо в межах розглянутого явища зміни тиску і температури незначні. Значні різниці тисків, що викликають істотну зміну щільності газів, можуть виникнути при їхньому русі з великими швидкостями. Співвідношення між швидкістю руху рідини і швидкістю звуку в ній дозволяє судити про необхідність урахування стисливості в кожному конкретному випадку. Практично газ можна приймати нестисливим при швидкостях руху, що не перевищують 100 м/с.
В'язкість рідин. В'язкістю називається властивість рідин чинити опір зрушенню. Усі реальні рідини мають визначену в'язкість, що виявляється у вигляді внутрішнього тертя при відносному переміщенні суміжних частинок рідини. Поряд з легкорухливими рідинами (наприклад, водою, повітрям) існують в'язкі рідини, опір яких зрушенню дуже значний (гліцерин, важкі олії та ін.). Таким чином, в'язкість характеризує ступінь плинності чи рідини рухливості її частинок.
Нехай рідина тече уздовж плоскої стінки рівнобіжними шарами (рис. 1). Унаслідок гальмуючого впливу стінки шари рідини будуть рухатися з різними швидкостями, значення яких зростають у міру віддалення від стінки.
Розглянемо два шари рідини, що рухаються на відстані ∆y один від одного. Шар А рухається зі швидкістю і, а шар В – зі швидкістю u+∆u. Унаслідок різниці швидкостей шар В зрушується відносно шару А на величину ∆u (за одиницю часу). Величина ∆u є абсолютним зрушенням шару А по шару В, а ∆u/∆у є градієнт швидкості (відносне зрушення). Дотичну напругу, що з'являється при цьому русі (силу тертя на одиницю площі) позначимо через .

Рис. 1 - Розподіл швидкостей при русі рідини уздовж твердої стінки
Тоді аналогічно явищу зрушення у твердих тілах одержимо наступну залежність між напругою і деформацією:
				(14)
або, якщо шари будуть знаходитися нескінченно близько один до одного,
					(15)
Величина μ, аналогічна коефіцієнту зрушення у твердих тілах і опірність рідини, що характеризує, зрушенню, називається динамічною чи абсолютною в'язкістю. На існування співвідношення (15) перша вказівка є у Ньютона, тому воно називається законом тертя Ньютона.
Сила внутрішнього тертя в рідині
,					(16)
тобто прямо пропорційна градієнту швидкості, площі тертьових шарів ω і динамічної в'язкості (тим самим тертя в рідині відрізняється від тертя у твердих тілах, де сила тертя залежить від нормального тиску і не залежить від площі тертьових поверхонь) [1,4].
У міжнародній системі одиниць динамічна в'язкість виражається в Н∙с/м2 чи Па∙ с.
У технічній системі одиниць динамічна в'язкість має розмірність кгс∙с∙м-2. У системі CGS за одиницю динамічної в'язкості приймається пуаз (П) у пам'ять про французького лікаря Пуазейля, який досліджував закони руху крові в судинах людського тіла, рівний 1 г ∙ см-1 ∙с-1 : 1Па·с=0,102 кгс·с/м2=10П.










Гас  (при 15° С)  	0,0016—0,0025	0,02—0,03
Бензин   (при   15° С)  	0,0006—0,00065	0,0083—0,0093
Олія касторова   	0,972	10,02
»     мінеральна 	0,0275—1,29	0,313—14,5




Поряд з поняттям абсолютної чи динамічної в'язкості в гідравліці знаходить застосування поняття кінематичної в'язкості, що являє собою відношення абсолютної в'язкості до щільності рідини:
  .					(17)
У міжнародній системі одиниць кінематична в'язкість виміряються в м2/с; одиницею для виміру кінематичної в'язкості в системі CGS служить стокс (на честь англійського фізика Стокса): 1 Ст=1 см2/с=10-4 м2/с.
Кінематична в'язкість газів залежить як від температури, так і від тиску, зростаючи зі збільшенням температури і зменшуючись зі збільшенням тиску (табл. 7).

Таблиця 7 - Значення кінематичної в'язкості  і питомої газової постійної R для деяких газів




Експериментально в'язкість рідин визначають віскозиметрами.
Капілярні явища. Молекули рідини, розташовані в поверхні контакту з іншою рідиною, газом чи твердим тілом, знаходяться в умовах, відмінних від умов усередині деякого об'єму рідини. Усередині об'єму рідини молекули оточені з усіх боків такими ж молекулами, а поблизу поверхні — тільки з однієї сторони. Тому енергія поверхневих молекул відрізняється від енергії молекул в обсязі на деяку величину, яка називається поверхневою енергією. Ця енергія пропорційна площі поверхні поділу s:
Эn = s .				(18)
Коефіцієнт пропорційності , називаний коефіцієнтом поверхневого натягу, залежить від природи дотичних середовищ. Цей коефіцієнт можна подати у вигляді
σ=-F/l				(19)
де F – сила поверхневого натягу;
l – довжина лінії, що обмежує поверхню поділу.
Виходячи з цього визначення,  має розмірність енергії на одиницю площі чи сили на одиницю довжини. Для межі поділу вода – повітря при t=20°С коефіцієнт поверхневого натягу σ=0,073 Дж/м2, для межі поділу ртуть – повітря коефіцієнт σ=0,48 Дж/м2.
Поверхневий натяг рідини чутливий до її чистоти і температури. Речовини, здатні значною мірою знизити сили поверхневого натягу, називаються поверхнево-активними речовинами (ПАР). При підвищенні температури величина поверхневого натягу зменшується, а в критичній точці переходу рідини в пару звертається в нуль.
На поверхні поділу трьох фаз, наприклад, твердої стінки 1, рідини 2 і газу 3 між поверхнею рідини і твердою стінкою утворюється так званий крайовий кут θ (рис. 2). Величина крайового кута залежить від природи дотичних середовищ (від поверхневих натягів на їхніх межах) і не залежить ні від форми посудини, ні від дії сили ваги. Якщо край рідини піднятий, її поверхня має увігнуту форму (рис. 2, а) – крайовий кут гострий. У цьому разі рідина змочує тверду поверхню. Чим гірше змочувальна здатність рідини, тим більше крайовий кут. При θ>90° рідина вважається незмочувальною, при повному незмочуванні θ=180°. Краплі такої рідини немов би підгортаються, намагаючись зменшити площу контакту з твердою поверхнею.
Від явища змочування залежить поводження рідини в тонких (капілярних) трубках, занурених у цю рідину. У разі змочування рідина в трубці піднімається над рівнем вільної поверхні, у разі незмочування — опускається. Висоту капілярного підняття (опускання) рідини знаходять за формулою
							(20)
де γ— питома вага рідини;
r — радіус трубки.









Рис. 2 – Визначення крайового кута

Аномальні рідини. До рідин, що не підпорядковані закону в'язкості Ньютона (15), так званих "неньютонівських" (чи аномальних) рідин, можна віднести, наприклад, литий бетон, глинистий розчин, який використовується при буравленні шпар, нафтопродукти при температурі, близькоій до температури застування, колоїди та ін.
Дослідами встановлено, що рух неньютонівських рідин починається тільки після того, як дотичні напруження досягнуть деякого граничного мінімального значення (так звана початкова напруга зрушення); при менших напругах ці рідини не течуть, а відчувають тільки пружні деформації.
В аномальних рідинах дотичне напруження визначають за формулою Бінгема
,				(21)
де  τ0 — початкове напруження зрушення.
Таким чином, в аномальних рідинах сила тертя виникає ще в спочиваючих рідинах, але при прагненні цих рідин почати рухатися. На рис. 3 показана залежність між дотичним напруженням і градієнтом швидкості для нормальних 1 і аномальних 2 рідин.

Рис. 3 – Залежність дотичного напруження від градієнта швидкості

В'язкість аномальних рідин (так звана структурна в'язкість) на відміну від в'язкості ньютонівських рідин при заданій температурі і тиску непостійна і змінюється у функції від градієнта швидкості .
Поводження різних аномальних рідин під навантаженням і їхніми динамічними властивостями викладаються в реології, висновки якої мають однакове значення як для механіки рідини, так і для теорії пластичності.
Ідеальна рідина. У механіці рідини для полегшення розв'язання деяких задач використовується поняття про ідеальну рідину. Під ідеальною рідиною розуміють уявлювану рідину, позбавлену в'язкості, абсолютно нестисливу, що не розширюється зі зміною температури, абсолютно не здатну протистояти розриву. Таким чином, ідеальна рідина являє собою деяку модель реальної рідини. Висновки, отримані виходячи з властивостей ідеальної рідини, доводиться, як правило, коригувати, вводячи поправочні коефіцієнти.


3. Рівновага краплинних рідин
3.1. Рівноважний стан рідини і діючі сили
Рівноважний стан. Якщо на деяку масу рідини не діяли і не діють зовнішні сили, то кожна частка цієї маси або залишається нерухомою відносно даної системи координат, або рухається прямолінійно з однаковою для всіх частинок швидкістю, так що взаємне розташування частинок цієї маси рідини залишається незмінним. Такий механічний стан маси рідини називається рівноважним.
При дії зовнішніх сил розглянута маса рідини може зберегти рівноважне положення чи перейти в стан руху. Для рівноваги необхідно, щоб ці сили задовольняли деяким умовам, що будуть розглянуті далі.
Зовнішні сили можуть бути поверхневими й об'ємними (масовими).
Поверхневі сили – це сили, що діють у точках граничної поверхні даної маси. Вони пропорційні розміру площадки, взятої на цій поверхні, для якої можна написати рівність
∆Р=p∆ω,						(22)
де ∆Р – діюча поверхнева сила, а р – коефіцієнт пропорційності, фізичний зміст якого очевидний з відношення p=Р/, тобто цей коефіцієнт являє собою так звану "напругу". Об'ємні (чи масові) сили – це зовнішні сили, пропорційні об'єму рідини (якщо дана маса однорідна, тобто щільність її однакова у всьому об'ємі). Для об'ємних сил справедлива залежність
∆R=k∆W,						(23)
де k – коефіцієнт пропорційності, фізичний зміст якого полягає в умові k=ρj (тут  ρ – щільність, а j – прискорення даної об'ємної сили).
Умови дії поверхневих сил при рівновазі рідини. Розглянемо умови, яким повинні задовольняти поверхневі сили при рівновазі рідини.
Представимо деяку масу рідини, що знаходиться в рівноважному стані (рис. 4). Нехай у деякій точці М її граничної поверхні діє сила R. При цьому силу R можна розглядати як рівнодіючу всіх сил, що діють у цій точці [1,4]. Розкладаючи цю силу за напрямком нормалі і дотичної до граничної поверхні в цій точці, знайдемо дві сили: силу N — нормальну до зазначеної поверхні і силу Т — дотичну до тієї ж поверхні.


Рис. 4 – Дія поверхневих сил при рівновазі рідини

Сила N стискає частинку М і, оскільки рідина пручається стиску, в цій точці (де розташована частка) може виникнути реакція, що зрівноважить силу N, отже, частинка М залишиться в рівновазі. Сила Т — дотична сила прагне зрушити частинку М. Щоб зрушення не відбулося і рівноважний стан не порушувався, необхідне дотримання умови Т=0, чи, інакше, для рівноваги частинки М необхідно, щоб рівнодіюча сила R, що діє на частинку М, була спрямована (по внутрішній нормалі n) до граничної поверхні, тобто була стискаючою, а не розтягуючою силою. Звідси випливає висновок — для збереження рівноваги маси рідини треба, щоб зовнішні сили, що діють у точках її граничної поверхні, були спрямовані тільки по внутрішніх нормалях до цієї поверхні.
Взаємодія між частками спочиваючої рідини. Розглянемо силову взаємодію між частками всередині маси рідини. З цією метою перетнемо простір, зайнятий спочиваючою рідиною, довільною поверхнею Q (рис. 4), що розділить масу рідини на дві частини — верхню і нижню. Розглянемо потім рівновагу, наприклад, нижньої частини.
Поверхня Q у межах перетину є граничною поверхнею цієї частини. Тому на частку М', що лежить на цій поверхні, що оточують її частки верхньої частини діють з деякою стискаючою силою N'. Через довільність вибору січної поверхні Q можемо (проводячи через точку М' довільні поверхні Q1, Q2 і т.д.) зробити висновок, що всі частинки усередині спочиваючої маси рідини відчувають всебічний стиск.

3.2. Гідростатичний тиск у точці
Розглянемо площадку ∆ω, на котру діє сила ∆Р (рис. 5). Відношення p=∆Р/∆ω, очевидно, являє собою "напруження", тобто силу, що приходиться на одиницю площі. Оскільки при рівновазі рідини ∆Р є стискаючою силою, то р являє собою середнє для даної площадки напругу стиску, яку називають середнім гідростатичним тиском на площадці. Для одержання точного значення  р  у  даній  точці  треба  визначити  межу  цього  відношення  при  ∆ω → 0,


Рис. 5 – Сила, що впливає на одиницю площі

що і визначить гідростатичний тиск у даній точці:
 .							(24)
Розмірність [р] дорівнює розмірності напруження, тобто [р]= [Па] чи [кгс/м2].
Основна теорема гідростатики. Величина гідростатичного тиску в даній точці не залежить від орієнтації в просторі площадки, на якій вона розташована, тобто
px=py=pz=pn	,						(25)
де рx, ру, pz — гідростатичні тиски за напрямком координатних осей, а рп — те ж за довільним напрямком п.







Рис. 6 – До теореми про незалежність гідростатичного тиску від напрямку

При зменшенні об'єму тетраедра в границі до нуля система діючих сил перетвориться в систему сил, що проходять через ту саму точку, і, таким чином, рівняння моментів утрачають зміст.
Складемо рівняння проекцій сил на вісь Ох. На розглянутий тетраедр діють чотири поверхневі сили (за числом граней тетраедра), спрямовані по нормалях до відповідних граней, і об'ємна сила d. Проектуючи ці сили на вісь Ох, одержимо
,				(29)
де , ,
тому що dω cosα являє собою проекцію площадки dω на площину, перпендикулярну до осі Ох.
Об'ємна сила d= dmj, де dm — маса тетраедра, рівна р1/6dxdydz, а j — прискорення, створюване цією силою. Тоді d cosα = dmj cosα.
Введемо позначення j·cos=X, j·cos=У, j·cos=Z, де X, Y і Z — проекції прискорення зовнішньої об'ємної сили (ці позначення будуть використовуватися і далі) .
Після відповідних підстановок одержимо рівняння
,				(30)
скорочуючи яке на  dydz, знайдемо
.						(31)
Опускаючи третій доданок як величину вищого порядку малості в порівнянні з двома першими, одержимо
рх-рп=0.							      (32)
Очевидно, за аналогією можемо написати
рy-рn=0 і рz-рn=0						       (33)
або, нарешті,
рх=рy=рz=рn	,						       (34)
що доводить теорему.
Гідростатичний тиск у точці, будучи однаковим за будь-яким напрямком, неоднаковий в різних точках простору, тобто р є функція координат: p=f(x,y,z).

3.3. Загальні диференціальні рівняння рівноваги рідини
Рівняння Ейлеру. Виберемо всередині спочиваючої рідини паралелепіпед з ребрами, розташованими паралельно координатним осям 0х, 0в і 0z (рис. 7) і рівними відповідно dx, dy і dz. Складемо рівняння рівноваги цього паралелепіпеда у видгляді рівнянь проекцій сил (відповідно до попередніх міркувань рівняння моментів утрачають зміст): ΣX=0, ΣY=0, ΣZ=0.
Проектуючи сили на вісь 0х, згідно з рис. 7, маємо 
ΣX=dP-d1+d·cosα=0					   (35)
Визначимо кожне з доданків. Поверхневі сили рівні: d=pdydz  і d1=p’dydz, де р і р' — середні гідростатичні тиски відповідно на площадки ABCDA і A'B'C'D''.


Рис. 7 – До висновку рівнянь рівноваги рідини

Оскільки гідростатичний тиск є функцією координат, середній гідростатичний тиск на площадці A'B'C'D'1 буде дорівнювати:
							(36)
тому що при переході від площадки ABCDA до площадки A'B'C'D'' змінюється тільки координата х. Отже, сила

Об'ємна сила для маси dm=pdxdydz дорівнює: 
d cos α = dmj cos α = dm = dx dy dz. 
Підставляючи в рівняння (35) значення доданків, запишемо
		(37)
Розкриваючи дужки і (після приведення подібних членів) скорочуючи на dx dy dz, одержимо рівняння проекцій сил на вісь 0х у вигляді
.						(38)
Аналогічно можна одержати і рівняння проекцій сил на осі Оу й Оz, у результаті чого система трьох рівнянь рівноваги рідини (рівняння Ейлера) запишеться у вигляді
						(39)
Це основне диференціальне рівняння гідростатики. Перепишемо рівняння Ейлера в дешо іншому порядку:
.							(40)
Помноживши кожне з цих рівнянь відповідно на dx, dy і dz і зробивши додавання правих і лівих частин рівнянь, маємо
.		(41)
Оскільки гідростатичний тиск р залежить тільки від трьох незалежних змінних координат х, у и z, ліва частина цієї рівності являє собою повний диференціал функції p=f(х,у,z):
				        (42)
Зробивши підстановку, остаточно знаходимо 
			  (43)




Тут величини X, Y і Z, тобто проекції прискорення об'ємної сили можна розглядати як проекції самої об'ємної сили, віднесеної до одиниці маси даної рідини, тому що
.					(46)
Тому функція U (x, у, z) є потенціалом сил або так званою "силовою функцією". Таким чином, рівновага рідини можлива, якщо об'ємні сили мають потенціал.
Праву частину рівняння (43) можна розглядати і як рівняння елементарної роботи d, тобто можемо написати
ρX dx+ρY dy+ρZ dz=d				      (47)
Дійсно, робота сили  (сили, віднесеної до одиниця об'єму) на шляху ds (рис. 8) дорівнює:
,					      (48)
де А — кут між напрямком дії сили d/d і лінією переміщення ds. 
Але з (48) випливає:
					   (49)
Крім того dx=ds cos a; dy=ds cos b; dz=ds cos c.

Рис. 8 – Робота сили d/d на шляху ds.
З урахуванням останнього рівняння складові лівої частини рівняння (47) рівні окремо:
		   (50)
у сумі 
Коли врахувати, що cos α cos a+cosβ cos b+cos γ cos з = cos A, приходимо до рівності
		(51)
Це і доводить справедливість рівняння (47).
Звідси виходить, що зміна гідростатичного тиску dp дорівнює роботі зовнішніх об'ємних сил, яка здійснюється на шляху зміни тиску від р1 до p2 (при р2 — p1=dp).
Характеристичне рівняння. В основному диференціальному рівнянні гідростатики (42) не відомі дві величини: р і ρ (значення X, Y і Z, а також координати крапки звичайно задані.) Таким чином, для визначеності рішення необхідно мати ще одне незалежне рівняння, за яке використовується так зване характеристичне рівняння, що визначає особливості даної рідини. Наприклад, розглядаючи рівновагу краплинної рідини і вважаючи її абсолютно нестисливою, характеристичним рівнянням буде умова
ρ = const,				(52)
а для газу — рівняння Бойля — Маріотта p = RT, або p/=RT
У загальному вигляді умови рівноваги можна записати у вигляді функції, що характеризує особливості стиску даної рідини:
ρ = φ(Р,t°).			(53)
Поверхня рівня. Поверхнею рівня називається така поверхня, усі крапки якої мають те саме значення розглянутої функції: наприклад, поверхня рівної температури (ізотермічна поверхня), поверхня рівного потенціалу і т.д. 
Для розгляду задач гідравліки особливе значення має поверхня рівного тиску. Маючи на увазі в подальшому викладенні саме поверхню рівного тиску, будемо умовно називати її коротко поверхнею рівня.
Рівняння поверхні рівня і її властивості. Оскільки у всіх точках поверхні рівня гідростатичний тиск однаковий, тобто р = const, то dp=0 і з основного диференціального рівняння гідростатики одержимо
ρ(Xdx+Ydy+Zdz)=0.				(54)
Через  те що щільність ρ≠0, то
Xdx+Ydy+Zdz=0,					(55)
де X, Y і Z — функції координат.
Рівняння (55) являє собою диференціальне рівняння поверхні, для якої р = const, тобто це рівняння поверхні рівня.
Розглянемо властивості поверхні рівня:
1.	 Дві поверхні рівня не перетинаються між собою. Справді, допустимо, що поверхня тиску р1 перетинається з поверхнею тиску р2, тоді в точках лінії перетинання  цих поверхонь тиск був би одночасно рівним і р1 і р2, що неможливо, тому що р1≠р2. Отже, перетинання цих поверхонь неможливе.
1.	 Зовнішні об'ємні сили спрямовані нормально до поверхні рівня. Підтвердити це положення можна так. Робота сили F на елементарному шляху ds згідно з (47) дорівнює:
d = ρ (Xdx + Ydy + Zdz)	.		(56)
Але для поверхні рівня тричлен у дужках дорівнює нулю, тому робота сили F на шляху ds уздовж поверхні рівня дорівнює нулю (d=0).
З іншого боку, згідно з рис. 8 робота сили F=dТ=F cos A ds, і оскільки d=0, a f≠0 і  ds≠0, то cos A має дорівнювати нулю, тобто кут A=π/2.

3.4. Рівновага краплинної рідини у полі земного тяжіння
Поверхня рівня. Розглянемо рівновагу рідини в полі земного тяжіння в межах невеликої обмеженої області. Тоді прискорення вільного падіння в різних точках цього простору будуть рівнобіжні й спрямовані вертикально. Розташуємо координатну вісь 0z вертикально; при цьому прискорення вільного падіння g=9,81 м/с2 буде спрямовано паралельно осі 0z.
Складемо рівняння поверхні рівня, з огляду на те, що для даного випадку рівноваги рідини величини X, Y і Z, що входять у загальне диференціальне рівняння поверхні рівня (55), дорівнюватимуть відповідно: X=gx=0; Y=gy=0; Z=gz=-g, при цьому gx, gy, gz — проекції прискорення g по координатним осях. Підставляючи ці значення в рівняння (55), одержимо диференціальне рівняння поверхні рівня для розглянутих умов -gdz=0 , чи dz = 0 . Інтегруючи це рівняння, знаходимо
-gz=const чи z=const=З				(57)
Оскільки C=const – довільна постійна, то це рівняння буде рівнянням сімейства горизонтальних площин (рівнобіжних осям 0х і 0у).
Отже, поверхня рівня є горизонтальною площиною.
Розподіл гідростатичного тиску. Скористаємося основним диференціальним рівнянням гідростатики dp=ρ(Xdx+Ydy+Zdz)
У разі рівноваги рідини в поле земного тяжіння Х=0, У=0, a Z=-g. Тому основне рівняння одержимо у вигляді
dp=-ρgdz,						     (58)
але добуток pg=γ, де γ — питома вага даної рідини.
Роблячи підстановку і поділивши обидві частини рівняння (58) на γ, перепишемо його в наступному вигляді:
.						      (59)
Інтегруючи, знайдемо (при =const)
					       (60)
Щоб визначити постійну інтегрування С, розглянемо резервуар, наповнений водою (рис. 9), з вільною поверхнею (атмосферний тиск). Тоді для точки А, що лежить на поверхні, р = р0 і z=z0.  Підставляючи ці значення в (60), знаходимо, що довільна постійна інтегрування
						   (61)
і рівняння (60) запишемо у вигляді
						    (62)
або
p=p0+γ(z0-z).					 (63)
Останнє рівняння називають основним рівнянням гідростатики.

Рис. 9 – До визначення постійної інтегрування
Розглянемо рівняння (62) докладніше. Усі доданки, що входять у нього, мають лінійну розмірність; z і z0 — координати вільної поверхні і довільної точки М, тобто висоти розташування вільної поверхні і точки М; ро/γ і р/γ – висоти, що відповідають гідростатичному тиску на поверхні ро і р у точці М.
Очевидно, що постійна інтегрування С має також лінійну розмірність; позначимо її через H.
Величини z і p/γ часто називають у гідравліці геометричною і п'єзометричною висотами, тоді H як сума двох висот буде також висотою — її називають гідростатичним напором. Згідно з рис. 9 величина H являє собою ординату горизонтальної площини, названу площиною гідростатичного напору. Ця площина розташована вище площини вільної поверхні на висоту ро/γ.
Рівняння (60) можна розглядати і як рівняння енергії. Дійсно, всі доданки в цьому рівнянні мають лінійну розмірність.
Помножимо це рівняння на розмірну величину 1 Н (силу); тоді (не записуючи одиниці) всі доданки придбають розмірність роботи або енергії [Дж]. Очевидно, що це рівняння буде визначати потенційну енергію, підраховану для маси рідини вагою 1Н. Назвемо її питомою енергією. У цьому разі рівняння (60) можна прочитати так: сума питомої потенційної енергії положення z і питомої потенційної енергії тиску p/ є величина постійна у всіх точках даної спочиваючої маси рідини.
Вимір тиску в даній точці. Гідростатичний тиск більш зручно обчислювати за формулою (63). Оскільки різниця (z0-z) являє собою глибину h занурення даної точки під рівень вільної поверхні, то можна написати рівняння (63) у вигляді
p=p0+ γh.						(64)
Саме в такому записі і використовують це рівняння для обчислення гідростатичного тиску.
Отже, тиск можна вимірити двома способами: за рівнянням (64) в одиницях напругження стиску р або за рівнянням (63) у лінійних одиницях висоти стовпа даної рідини  p/y.
Закон Паскаля. З рівняння (64) видно, що в будь-якій точці рідини (на будь-якій глибині h) гідростатичний тиск залежить від величини зовнішнього тиску ро на вільній поверхні. При збільшенні зовнішнього тиску точно на ту ж величину збільшиться і тиск у даній точці. Таким чином, рідина має властивість передавати зовнішній тиск усім розташованої всередині неї частинкам рідини без зміни. У цьому полягає закон Паскаля.

3.5. Абсолютний і надлишковий тиск. Вакуум




З останньої рівності випливає, що надлишковий тиск змінюється з глибиною  за лінійим законом 
							(67)
і в координатах р/у і h зобразиться у вигляді бісектриси координатного кута [1;3;4].
Абсолютний тиск не може бути негативним, тому що рідина не протистоїть розтяганню. Надлишковий тиск як різниця  може бути і більше, і менше нуля, тобто негативний надлишковий тиск називають вакуумметричним тиском,  тобто

(тут hвак називається вакуумметричною висотою). Можна написати
 ,				
тоді вакуумметрична висота виразиться формулою
 .						(68)
Вакуумметрична висота hвак  зростає за величиною зі зменшенням абсолютного тиску й в границі, коли рабс = 0 (негативним абсолютний тиск бути не може), досягає максимуму , тобто величини атмосферного тиску.

3.6. Тиск рідини на плоскі стінки. Центр тиску
Визначення сили тиску.  Припустимо, що плоска стінка, що обгороджує деяку масу нерухомої рідини, нахилена до обрію під кутом α. Визначимо силу Р, з якою рідина діє на обрану в межах цієї стінки площадку  (рис. 10).

Рис. 10 – До визначення сили тиску на плоску стінку

У кожній точці на цій площі гідростатичний тиск дорівнює р і відповідає формулі   р = ,   де   d — елементарна сила, а dω - елементарна площадка.
Отже, сила, з якою рідина діє на елементарну площадку dω, дорівнює  d = pdω.  Ця сила спрямована по нормалі до площини стінки. Аналогічно буде визначатися сила тиску рідини на будь-яку іншу елементарну площадку dω. Тому шукану силу Р, з якою спочиваюча рідина діє на площу , можна знайти як рівнодіючу системи рівнобіжних сил d, рівну їх алгебраїчній сумі.
Отже, шукана сила
 .						
Але в будь-якій точці гідростатичний тиск , звідки
.					(69)
Орієнтуємо дану площу відносно відповідно розташованих координат осей. Приймемо за вісь 0x лінію перетинання вільної поверхні води з площиною стінки і направимо координатну вісь 0z'* вниз уздовж стінки (рис. 10).
У цій координатній системі всі точки визначаються координатами x́́' і ź', тому глибину h виразимо через ź', а саме: h=z' sin .




Для визначення інтеграла   звернемо увагу на те, що підінтегральний вираз можна розглядати як статичний момент площадки dω відносно координатної осі 0х (або осі 0х'). Тоді цей інтеграл представить собою суму статичних моментів елементів площі ω, тобто статичний момент самої площі  відносно тієї ж осі 0х.
Відомо, що статичний момент площі відносно будь-якої осі, що лежить у тій же площині, дорівнює добутку цієї площі на відстань від центра її ваги до осі моментів.
Таким чином,
 ,							
де z'c – відстань від крапки з (центра ваги площі ω)  до осі 0х́ (осі моментів).
Роблячи відповідні підстановки у формулу (70), одержимо
P .					(71)
Тут перший доданок р0ω являє собою атмосферний тиск на вільну поверхню, переданий рідиною за законом Паскаля, а другий — тиск на стінку вже самою рідиною (можна сказати, надлишковий тиск).
Перепишемо формулу (71) у більш зручному для практичних розрахунків вигляді. Зазначимо, що добуток z'c sin α дорівнює глибині занурення центра ваги площі ω під рівень вільної поверхні hс, тому
 ,						(72)
або, за винятком атмосферного тиску,
 .							(73)
Добуток  hсω  являє собою об'єм циліндра з площею основи, рівною , і висотою, рівною hc. З урахуванням цього формулу (73) можна прочитати так: сила, з якою рідина діє на плоску стінку, дорівнює вазі рідини в об'ємі циліндру з основою, рівною площі даної стінки, і висотою, рівною глибині занурення центра ваги цієї площі під рівень вільної поверхні.
Формулу (73) можна ще спростити.
Оскільки γhc являє собою гідростатичний тиск у центрі ваги площі , то справедлива рівність
Р = рс ω.					(74)

3.7. Тиск рідини на криволінійні поверхні. Закон Архімеда
Розташуємо осі координат 0х і 0в у площині вільної поверхні рідини, а вісь 0z направимо вертикально вниз (рис. 11). Допустимо, що всередині рідини розташована тверда, непроникна криволінійна пластинка, що не має товщини (товщина   =0) і до того ж невагома. Очевидно, така пластинка буде нерухомою. Потрібно визначити, з якою силою рідина давить на цю пластинку.
Нехай на верхню сторону пластинки рідина натискає із силою R, а на нижню — із силою R'. Ці сили за величиною рівні між собою, діють по однієї прямої і протилежно одна одній за напрямком, так що байдуже, яку з них ми будемо визначати. Знайдемо, наприклад, силу R, рівнодіючу елементарних сил dР.
Оскільки поверхня пластинки криволінійна, то сили dР утворюють систему непаралельних сил. Така система в загальному випадку приводиться до головного вектора й однієї пари сил. Розкладемо кожну елементарну силу dР на три складові по координатних осях, тобто на dPx, dPy і dPz. Очевидно,
 ,						(75)
де    α, , і γ — кути нахилу елементарних сил dp до координатних осей, різні для різних площадок dω.
Підсумовуючи проекції елементарних сил, знайдемо відповідні проекції рівнодіючої сили R:
Rx = Σ pdω cos α; 
Ry = Σ pdω cosβ;
 Rz =  Σ pdω cos γ.
Сила R за величиною буде дорівнювати:
 ,						
а напрямок лінії її дії знайдемо за направляючими косинусами:
cos = /R,  cos = /R,  cos = /R.					
Зрозуміло, що зазначений тут спосіб вирішення ускладнюється або навіть стає неможливим, якщо поверхня S не може бути виражена алгебраїчно у вигляді функції  S (x, у, z). Спростимо це рішення.

Рис. 11 – Тиск рідини на криволінійну стінку

Систему рівнянь (75) можна записати так:
dRx = pdω cos α = pdωx;
 dRy = pdω cos  β= pdωy;
 dRz = pdω cos γ= pdωz,
де dωx – проекція площадки dω на будь-яку вертикальну площину, перпендикулярну до осі 0х (зокрема, наприклад, на площину y0z); аналогічно d і d - суть проекції площадки dω на площини, перпендикулярні до осей 0в і 0z.

Рис. 12 – Тиск рідини на криволінійну поверхню в горизонтальному
 напрямку

Вираження pdωx являє собою силу тиску рідини на елементарну площадку dωx (рис. 12).
Інтегруючи, одержимо
 .						
Але інтеграл  являє собою силу тиску рідини на всю плоску площадку  (див. рис. 12), тому  = , де h'c — глибина занурення центра ваги площі  під рівень вільної поверхні. Отже, одержимо силу
Rx  =  Px  =  γh́cωx.					
За аналогією
Ry  =  Py  =  γh˝cωy.					
Таким чином, проекції на горизонтальні осі сили тиску рідини R на криволінійну поверхню (ABCDA на рис. 12) дорівнюють силам тиску на проекції ωx (A'B'D'С' на рис. 12) і ωу цієї поверхні на вертикальні площини, відповідно перпендикулярні до осей. Визначимо тепер вертикальну проекцію сили R, тобто силу Rz. Остання, очевидно, дорівнює:
 .						
де h – глибина занурення площадки dω під рівень вільної поверхні (рис. 13). Добуток hdωz можна розглядати як елементарний об'єм dW. Тому силу Rz можна виразити як
 ,					
де W – об'єм вертикального циліндру (ABCDA'B'C'D'). Отже, сила Rz дорівнює ваги рідини в обсязі вертикального стовпа, що спирається на задану криволінійну поверхню й обмеженого площиною вільної поверхні.

Рис. 13 – Тиск рідини на криволінійну стінку у вертикальному напрямку


Рис. 14 – До визначення сили тиску

Нехай циліндричний напірний резервуар має знімну циліндричну кришку АВ, довжина якої уздовж твірної резервуара дорівнює одиниці (рис. 14). Визначити силу R тиску рідини на цю кришку.
З попереднього
 .						
При зазначеному на рис. 14 розташуванні осей сила Ry = 0, а сила Rx = =yh́cSx (де Sx — проекція кришки АВ на площину zoy має форму прямокутника).




Вертикальну складову Rz знаходимо за формулою
R  =  γW,							
де об'єм W показаний штрихуванням на рис. 14 (цей об'єм завжди можна обчислити з тим чи іншим ступенем точності).
Лінія  дії  повної сили тиску  R перетинає вісь циліндра під кутом нахилу до обрію α,  величина якого визначається з умови  tgα = .
Закон Архімеда. Визначимо тиск рідини на занурене в неї тіло (рис. 15).




Рис. 15 – До закону Архімеду

Знайдемо значення Rz. Провівши контурну лінію АВ (дивлячись на тіло зверху), розділимо поверхню тіла на дві частини — верхню і нижню. На верхню частину поверхні рідина давить із силою R'z, а на нижню — із силою R˝z, причому
R =  R'z - R˝z 								
де
Rz = γW(AÁ У́ ВСА),  a   R˝z = γW (AÁ B́BDA),		 
Тоді 
R = R'z — R˝z = γ [W (AÁ B́ BCA) — W (AÁ B́ BDA)] = — y (AC BDA),	
або коротше
R = -γW,					(76)
де W- об'єм тіла.
Таким чином, за законом Архімеда сила, з яким рідина діє на занурене в неї тіло, дорівнює ваги рідини в обсязі зануреного тіла. Ця сила називається Архімедовою підйомною силою.


 4. Рівняння енергії і теорема імпульсів
4.1. Основні поняття і визначення руху рідини
Рух рідин може бути розділений на сталий і несталий.
Рух називається сталим, якщо всі характеристики руху в одній і тій же точці простору (в тому числі їхня швидкість) не змінюються в часі. Рух, що не задовольняє цьому визначенню, називається несталим.
Прикладом сталого руху може бути витікання рідини з отвору в стінці резервуара під постійним напором (Н=const) чи витікання газу з отвору замкнутого резервуара, тиск і температура в якому підтримуються незмінними.
Прикладом несталого руху є випорожнення резервуара при змінних значеннях напору чи тиску.
У цьому розділі ми розглянемо закони тільки сталого руху. Але й у цьому разі рух рідини як суцільного, середовища, яке легко

Рис. 16 – Лінії струму

деформується, являє собою складний фізичний процес, точний математичний опис якого зв'язаний з надзвичайними труднощами. Тому для полегшення теоретичних рішень звичайно вводять різні схеми і моделі, що заміняють реальний потік рідини. Істотно важливим є поняття про струминну структуру течії рідини, відповідно до якої потік уявляється як сукупність елементарних струмків, що впритул прилягають один до одного й утворюють суцільну масу рідини, що рухається.
Вивчивши закони руху елементарного струмка, легше встановити основні закони руху всього потоку в цілому.
Лінія струму й елементарний струмок. Лінією струму називається лінія, що проходить через частинки рідини, що послідовно рухаються одна за одною, вектори швидкостей яких спрямовані по дотичних до цієї лінії М-М (рис. 16). Лінія струму і траєкторія руху частинки в загальному випадку (тобто при несталому русі) не збігаються одна з одною, але збігаються при усталеному русі. Це положення зручно ілюструвати на прикладі, зображеному на рис. 17. Тут при витіканні рідини з отвору резервуара струмінь, що випливає, безупинно змінює своє положення в часі. На рисунку дані три положення струменя відповідно для трьох моментів часу t1, t2 і t3, для яких умовно зображені три лінії струму 1, і, крім того, відзначені три положення частки М для тих же моментів часу і пунктиром вказана траєкторія 2 цієї частинки.

Рис. 17 – Лінії струму, що не збігаються з траєкторіями при несталому русі

Дві різні лінії струму не перетинаються між собою.
Елементарним струмком називається струмок, бічна поверхня якого утворена лініями струму, що проходять через точки дуже малого (в межі — нескінченно малого) замкнутого контура. Таким чином, цей струмок виявляється ізольованим від маси рідини, що його оточує, і має малу площу поперечного перерізу  (у межі d), яка може змінюватися за довжиною. Довжина цього струмка необмежена. Бічна поверхня струмка непроникна для рідини, тобто її можна подати у вигляді трубки, всередині якої тече рідина.
Основні види руху. Витрата рідини. Рух може бути рівномірним і нерівномірним, суцільним і переривчастим. При рівномірному русі величина швидкості не змінюється за довжиною струмка, у противному разі рух називається нерівномірним.
Звернемося до поняття про витрату рідини. Нехай у деякому поперечному перерізі елементарного струмка швидкість дорівнює і. За час dt частки рідини перемістяться на відстань ds = udt. Наступні за ними частинки рідини заповнять весь простір, що звільняється, і тому за зазначений час dt через поперечний переріз пройде об'єм рідини
d=dsdω=udωdt
Об'єм рідини, що протікає через переріз за одиницю часу, називають об'ємною витратою рідини. Позначаючи витрату елементарного струмка через d, одержимо для нього вираз
d=udω	.						(77)




За умовою суцільності течії d1 не може бути менше d2, інакше між перерізами I і II утворилася б порожнеча, тому що в цьому разі з перерізу II виходила б більша кількість рідини, ніж входить через переріз I. Так само d1 не може бути більше d2. Отже, єдино можлива умова: d1 = d2. Повторюючи ці міркування стосовно інших перерізів струмка, можемо написати
d1 = d2 =…=dQn=dQ,				(78)
або
				(79)





Рис. 18 – Елементарний струмок течії

Рис. 19 – До визначення площі поперечного перерізу
Витрата потоку рідини дорівнює алгебраїчній сумі витрат елементарних струмків, що складають даний потік.
Швидкість рідини в різних точках поперечного перерізу потоку, так звана місцева швидкість, очевидно, може бути неоднаковою, тому для характеристики руху всього потоку вводиться в розгляд середня по всьому перерізу швидкість потоку. Середня швидкість визначається виразом
 ,					(80)
з якого випливає, що витрата потоку рідини дорівнює середній швидкості, помноженій на площу його поперечного перерізу:
Q= ω.							
У зв'язку з цим умова суцільності потоку (чи нерозривності течії) для нестисливої рідини можна записати у вигляді
	Q = ω = const.				(81)
Для газоподібної рідини; позначаючи через Qρ  масові й через Qγ вагові витрати, маємо
 ,					(82)
тоді умова суцільності здобуває наступний вигляд: 
 .				
У гідравлічних розрахунках для характеристики розмірів і форми поперечного перерізу потоку вводять поняття про живий переріз і його елементи: змочений периметр і гідравлічний радіус.
Живим перерізом називають частину поперечного перерізу каналу, заповнену рідиною. Так, у круглій трубі діаметром d (рис.19, a) живий переріз потоку менше площі круга, якщо не весь переріз труби заповнений рідиною, тоді як для випадку, коли весь поперечний переріз зайнятий рідиною, живим перерізом є площа круга  πd2/4   (рис. 19, б).
Змоченим периметром називають ту частину периметра живого перерізу, по якій рідина стикається зі стінками каналу (труби). Змочений периметр звичайно позначають грецькою буквою χ. Якщо, наприклад, весь переріз труби зайнятий рідиною (тобто живий переріз ω = πd2/4), то змочений периметр дорівнює довжині кола: χ =πd
Гідравлічним радіусом називають відношення живого перерізу до змоченого периметра, тобто величину
 .							
Зокрема, для круглих труб, заповнених рідиною, гідравлічний радіус дорівнює чверті діаметра. Дійсно,
 .							
В опалювальній і вентиляційній практиці широко користуються поняттям про «еквівалентний діаметр», який визначають за формулою
 .							
Очевидно, що еквівалентний діаметр, рівний чотирьом гідравлічним радіусам, для круглого перерізу (рис. 19, б) дорівнює діаметру труби:
 .						
для квадратного перерізу (рис. 19, в)
 ,						
тобто дорівнює стороні квадрата, а для прямокутного перерізу (рис. 19,г)
 .						
Наведені тут основні поняття дозволяють вирішувати різні практичні завдання.

4.2. Рівняння Бернуллі для елементарного струмка нестисливої рідини
Виділимо в елементарному струмку (рис. 20) перерізами I і II деяку масу рідини і складемо рівняння кінетичної енергії для цієї маси. (Як відомо, збільшення кінетичної енергії виділеної маси дорівнює роботі зовнішніх сил на даному переміщенні).
За час dt виділена маса, перемістившися, займе положення, обмежене перерізами I'-II'. Область між цими перерізами можна розділити на три об'єми: а, b і с; при цьому за умовою суцільністі маса об'єму а дорівнює масі об'єму b.
Збільшення кінетичної енергії ∆m 2/2 при переміщенні виділеної маси рідини з положення I—II у положення I'-II'
 .		(83)
Оскільки рух сталий, то кінетична енергія рідини об'єму с в моменти t і t+dt буде незмінною. Тому для всієї виділеної маси
					(84)
Визначимо величину кінетичної енергії рідини в об'ємі b:
.							










Збільшення кінетичної енергії розглянутої маси рідини
 ,		(85)
де dQ-масова витрата, однакова незалежно від розглянутого перерізу.
У випадку нев'язкої рідини до виділеного об'єму прикладені сили ваги, сила тиску рідини на бічну поверхню і сили тиску на торцеві площадки об'єму.
Оскільки рідина нестислива, внутрішня енергія розглянутого об'єму не міняється при його переміщенні, і в рівняння кінетичної енергії входить тільки робота зовнішніх сил. При переміщенні виділеної маси рідини з положення I - II у положення I' - II' вага рідини в об'ємі с роботу не виконує, і, отже, робота сил ваги може бути обчислена як робота при переміщенні рідини, що міститься в об'ємі а, у положення рідини, що міститься в об'ємі b:
					
де z1 і z2 — відстані до центрів ваги об'ємів а і b від деякої горизонтальної площини, або, інакше, ордината цих центрів ваги. Можна також розглядати  і z2 з точністю до малих вищого порядку як ординати центрів перерізівтинів I і II.
Робота сил тиску на бічну поверхню виділеного об'єму дорівнює нулю, тому що ці сили нормальні до цієї поверхні. Робота сил тиску на торці дорівнює різниці
 .						
Рівняння кінетичної енергії має, таким чином, наступний вигляд:
 .	
Розділимо на dt і згрупуємо члени цього рівняння, вміщуючи члени, що відносяться до перерізу I, в ліву частину, а стосовні до перерізу I — у праву частину рівності. У результаті одержимо:
 .		
Замінивши u1dω1= u2dω2=d,  і розділивши ліву і праву частини на величину pgd, одержимо
 ,					(86)
де ρg=γ
Це і є рівняння Бернуллі, написане для ділянки елементарного струмка між перерізами I і II. Його можна подати також у різницевій формі:
 ,				
або, позначаючи різниці між величинами в дужках  у вигляді збільшень,
 ,					(87)
Якщо необмежено зближати між собою перерізи I і II, то рівняння (87) можна подати в диференціальній формі:
 ,						(88)
Оскільки перерізи I і II узяті довільно, то рівняння Бернуллі можна записати також у вигляді 
 .						(89)
Геометричне й енергетичне тлумачення рівняння Бернуллі. Розглянемо спочатку геометричне тлумачення.
Віднесемо струмок до системи координат xyz (рис. 21) і напишемо рівняння Бернуллі для трьох довільних перерізів струмка:
 .			
Тут z - геометрична висота центра ваги перерізу над площиною х0у;
 – п'єзометрична висота;
 - швидкісна висота або швидкісний напір.
Усі ці величини мають лінійну розмірність, отже, їхня сума, що позначається через H, має також розмірність довжини. Величину H називають повним напором у даному перерізі струмка. 
Для кожного поперечного перерізу елементарного струмка величина H може бути подана сукупністю відрізків z,  і  як це зображено на рис. 21. 


Рис. 21 – П'єзометрична крива

З'єднавши між собою кінці відрізків H, одержимо криву, розташовану в горизонтальній площині; цю площину і криву на ній називають площиною і лінією повного напору.
З'єднавши кривої кінці відрізків , одержимо лінію, яку називають п'єзометричною лінією чи п'єзометричною кривою.
Отже, рис. 21 дає геометричне тлумачення рівняння Бернуллі. Можна бачити, як по довжині струмка змінюються складові цього рівняння. Якщо переріз розширюється і, отже, швидкість зменшується, то знижується швидкісний напір, але зростає сума .
Якщо розглядати рівняння Бернуллі як рівняння енергії, то кожен доданок цього рівняння треба розцінювати як деяку складову повної енергії (потенційну чи кінетичну), і кожне з цих складових треба вимірювати в одиницях роботи. Рівняння (89) подано в лінійних одиницях, тому щоб перевести його в рівняння роботи, треба помножити його на одиницю сили; якщо помножити його, наприклад, на 1 Н, то рівняння не зміниться, але розмірність кожного доданка буде виражена в Н·м (Дж) і, отже, являтиме собою деяку енергію, віднесену до 1 Н рідини, що проходить через даний переріз у 1 с. Таку енергію називають питомою. Відповідно до цього z буде питомою потенційною енергією, обумовленою тим, що даний 1 Н рідини знаходиться на висоті z (відносно площини у0х) і може виконувати роботу, рівну z, Дж.
Аналогічно  буде питомою потенційною енергією, що залежить від тиску р. Таким чином, той же 1 Н рідини, що знаходиться на висоті z, володіє ще енергією тиску, рівною  Дж. Отже,  - потенційна питома енергія тиску.
Величина  залежить від швидкості, тому, це буде питома кінетична енергія.
П'єзометрична лінія відокремлює область зміни потенційної енергії від області зміни кінетичної енергії.
Легко бачити, що з енергетичної точки зору рівняння Бернуллі показує, що сума потенційної енергії (положення і тиски) і кінетичної енергії є величина постійна, тобто однакова по шляху даного елементарного струмка нев'язкої рідини. Повна питома енергія залишається незмінною. Таким чином, рівняння Бернуллі представляє закон збереження механічної енергії при русі ідеальної рідини. 
Рівняння Бернуллі для елементарного струмка в'язкої рідини. В'язка рідина відчуває опір при русі і її питома енергія не може зберігатися незмінною уздовж струмка. 




Лінія, проведена через кінці відрізків Е (див. рис. 22), називається й у цьому разі лінією повного напору, але тепер не розташовується в горизонтальній площині, а знижується в напрямку течії; чим більше нахил цієї лінії, тим інтенсивніше витрачається енергія по шляху. Відзначимо, що п'єзометрична лінія може, як і раніше, як знижуватися, так і підвищуватися залежно від зміни швидкості при зміні площі перерізу струмка.
Відношення    втрат напору на довжині ділянки струмка ∆l до самої довжини називають середнім гідравлічним ухилом для цієї ділянки.
Гідравлічний ухил — величина безрозмірна й у загальному випадку змінна. Звичайно його позначають  буквою i. Ухил у перерізі виражається  величиною
						(91)

Рис. 22 – До виводу рівняння Бернуллі для елементарного струменя 
в'язкої рідини

Поняття про ухил можна ввести і для п'єзометричної лінії. Середній п'єзометричний ухил тоді визначиться за формулою
 .		(92)
П'єзометричний ухил може бути позитивним, рівним нулю і негативним.
 .							




Нехай гранями паралелепіпеда ABCDA'B'C'D' на рис. 23 обмежується деякий нерухомий відносно координатних осей простір, через який протікає рідина.
За час dt через грань ABCD всередину паралелепіпеда втікає маса рідини ρudtdydz = δM'x, а випливає маса 'u'dtdydz = δM˝x.








нескінченно мала величина вищого порядку відносно інших складових і нею можна знехтувати. Тому
.					

Рис. 23 – До виводу рівнянь руху нев'язкої рідини

Якщо за час dt маса рідини всередині паралелепіпеда збільшилась за рахунок припливу на величину δМ'Х, а зменшилася за рахунок витікання на величину δМ"Х, то результативна зміна маси в цьому русі уздовж координатної осі 0х дорівнює:
 .	
Аналогічно знайдемо, що зміни маси в підсумку руху уздовж осей 0в і 0z дорівнюють відповідно
 ;						
 ,						
і отже, загальна зміна маси за час dt дорівнює
 .		
Ця зміна маси δМ в умовах сплошності потоку повинна дорівнювати зміні маси, обумовленій зміною щільності.
Щільність ρ є функція F (х, у, z, t) . Визначимо величину М залежно від зміни щільності ρ.
У початковий момент t маса всередині паралелепіпеда δm'=dxdydz. По деякий час dt, тобто в кінцевий момент t1 = t+dt, середня для об'єму щільність ρ зміниться і буде дорівнювати '. Ця зміна відбувається незалежно від координат х, у и z, тому що паралелепіпед нерухомий, тому
 .						
Отже, в кінцевий момент t1 маса рідини в об'ємі паралелепіпеда
 .					
Таким чином, збільшення маси за час dt буде дорівнювати:
 .		
Оскільки δМ  =  δm, то
 ,			
що дає після скорочення
 .				 (93)
Це і є шукане рівняння нерозривності. 
В окремому випадку сталого руху щільність (як і всі інші параметри руху) від часу не залежить і, отже, .
Тому рівняння нерозривності одержує в цьому разі вигляд
.				 (94)
Нарешті, для нестисливої рідини як при сталому, так і при несталому русі рівняння нерозривності має вигляд
 .			 (95)








(якщо dx, dy і dz розглядаються як відповідні проекції елементарного переміщення ds). Тоді, вводячи ці позначення в (96), одержимо
			
чи, помноживши на dt,
 .			




5. Загальні відомості про гідравлічні опори
5.1. Види гідравлічних опорів
Для визначення тисків і середніх швидкостей у різних перерізах потоку вище були виведені два рівняння: рівняння збереження енергії чи повного напору (рівняння Бернуллі) і рівняння збереження маси (рівняння сталості витрати), що для нестисливої рідини записуються у вигляді
;					
vω = Q = const.						
Звичайно при вирішенні практичних задач повний напір Н і витрата Q бувають задані чи можуть бути визначені з відомих величин в одному з перерізів розглянутого потоку. Висотне положення центра ваги перерізу z, а також його площа , як правило, відомі. Таким чином, у цих рівняннях залишаються три невідомих: v, р і hw. Для їхнього визначення треба скласти третє рівняння, що зв'язує між собою невідомі величини, наприклад, рівняння, що дає залежність hw від v. За допомогою двох рівнянь гідравліки вдається вирішувати тільки деякі практичні задачі, зневажаючи втратами напору  (тобто приймаючи hw=Q). Саме так стоїть справа з розглянутою вище задачею про трубу Вентурі. Розглянемо ділянку труби, заповнену рідиною (рис. 24). Якщо рідина в трубі не рухається, то її взаємодія зі стінками приводиться до одній рівнодійної, спрямованої вниз (вага рідини).
При русі рідини між нею і стінками труби виникають додаткові сили опору, в результаті чого частинки рідини, що прилягають до поверхні труби, гальмуються. Це гальмування завдяки в'язкості рідини передається наступним шарам, причому швидкість руху часток у міру віддалення їх від осі труби поступово зменшується. Рівнодійна сил опору Т спрямована вбік, протилежний руху, і рівнобіжна напрямку руху (рис. 24). Це і є сили гідравлічного тертя  (опору гідравлічного тертя).
Для подолання опору тертя і підтримки рівномірного поступального руху рідини необхідно, щоб на рідину діяла сила, спрямована вбік її руху і рівна силі опору, тобто треба затрачати енергію.  Енергію чи напір, необхідні для подолання сил опору, називають втраченою енергією чи втраченим напором.
Втрати напору, затрачувані на подолання опору тертя, називаються втратами напору на тертя чи втратами напору за довжиною потоку (лінійні втрати напору) і позначаються через hтр.


Рис.24 – До поняття про втрати напору на гідравлічне тертя

Однак утрати напору, що виникають при русі рідини, залежать не тільки від тертя об стінки. Розглянемо наступний дослід (рис. 25). Бак W наповнений водою при постійному рівні H і постачає горизонтальну трубу АВ довжиною l однакового по всій довжині діаметра d. Нехай витрата води дорівнює Q. Якщо трубу АВ замінити трубою CD тієї ж довжини l, але утвореної з послідовно розташованих ділянок діаметром відповідно d і 2d, то витрата зміниться. Нехай нова витрата дорівнює Q'. Виявляється, що Q'<Q (іноді Q/=0,5 Q і навіть ще менше).
Таким чином, тертя є не єдиною можливою причиною, що викликає втрати напору; різкі зміни перерізу також чинять опір руху рідини (так званий опір форми) і викликають втрати енергії. Існують ще інші причини, що викликають утрати напору, наприклад, раптова зміна напряму руху рідини. Утрати напору, спричинені різкою зміною конфігурації границь потоку (затрачувані на подолання опору форми), називають місцевими втратами напору чи втратами напору на місцеві опори і позначають через hм.

Рис. 25 – До поняття про місцеві втрати напору

Таким чином, утрати напору при русі рідини складаються з утрат напору на тертя і втрат на місцеві опори, тобто
.					(98)
5.2. Загальна формула для втрат напору на тертя при рівномірному русі рідини в трубах
Використаємо метод розмірності для визначення втрат напору на тертя, що виникають при рівномірному напірному русі рідини в трубах.
Досліди показують, що величина втрат напору на тертя hтр при русі рідини в трубах може залежати від таких факторів:
діаметра труби d і її довжини l;
фізичних властивостей рідини (щільності  і в'язкості );
середньої швидкості руху в трубі v;
середньої висоти виступів шорсткості k на стінках труби.
Напишемо цікавлячу нас функціональну залежність у вигляді
∆pтр =  f(v, d, μ, ρ, k, l),				(99)
де	∆pтр — втрати тиску на довжині потоку, рівный l,  зв'язані з втратою напору формулою
∆pтр  =  ρghтр.				(100)
Вид функції f у рівнянні (99) невідомий.
Перепишемо рівняння (99) у вигляді
f1  ,			 (101)
враховуючи, що втрата на тертя завжди прямо пропорційна довжині розглянутої ділянки.
Для виміру вхідних у формулу  (101)  n = 6   величин вимагаються m=3 основні одиниці: маса, час і довжина.
Рівняння  (101)  може  бути подане у формі, що містить n–m=3 безрозмірних відносин (чисел ПІ відповідно до Пі-теореми [1,3,4]), тобто замість (101) можна записати
 , 						(102)
де   -  безрозмірні комплекси.
Для визначення чисел  π1, π2, π3  виберемо з усіх змінних три (по числу основних одиниць виміру), що включають всі основні одиниці виміру, наприклад v, d і ρ. Складемо тепер рівняння розмірностей, що поєднують обрані змінні з кожною з інших змінних по черзі, тобто
 ;				  (103)
 ;				 (104)
 .					 (105)
У виразах для π1,  π2,  π3  потрібно підібрати показники при d, v і ρ таким чином, щоб числа π не мали розмірності.




Так, для числа 3 і з умови однорідності розмірностей
 .					
Звідси випливають такы рівняння:
при L:  x3 + y3 - 3z3+1=0
при T:  -y3 = 0, 
при M:  z3  = 0,   тобто x3  =  -1   і   π3 = k/d.
Підставляючи (106) — (108) у (102), маємо
 .					








де λ - безрозмірне число, мова про яке буде йти нижче, остаточно одержимо
 .					 (111)
З формули (111) випливає, що втрата напору на тертя при русі рідини в трубі зростає зі збільшенням середньої швидкості потоку і довжини розглянутої ділянки труби і обернено пропорційна її діаметру. Крім того, у формулу (111) входить невідомий безрозмірний коефіцієнт λ - так званий коефіцієнт гідравлічного тертя. Ця формула була отримана в XIX ст. емпіричним шляхом і називається формулою Дарсі — Вейсбаха.
Наведений метод можна використовувати також для визначення виду формули втрат напору на місцеві опори. У цьому разі, враховуючи, що місцеві втрати практично не залежать ні від довжини ділянки труби, ні від її діаметра, неважко одержати формулу
 ,				(112)
де  ζ  -  безрозмірний коефіцієнт, так званий коефіцієнт місцевих втрат;
v2  -  швидкість потоку після проходу через місцевий опір.
Формулу (112), отриману в XIX ст. емпіричним шляхом, називають формулою Вейсбаха.
Таким чином, Пі-теорема, не дозволяючи одержати повного вирішення питання про втрати напору (тому що зміст коефіцієнтів λ і ζ залишився нез'ясованим), дає змогу ближче підійти до його з'ясування. Подальші зведення про коефіцієнти λ і ζ будуть отримані після ознайомлення з деякими особливостями руху рідини, розгляду яких присвячений наступний параграф.
5.3. Ламінарний і турбулентний рух рідини
Спостереження свідчать, що в природі існують два різних види руху рідини: по-перше, шаруватий, впорядкований чи ламінарний рух, при якому окремі шари рідини ковзають один щодо другого, не змішуючись між собою, і, по-друге, невпорядкований, так званий турбулентний рух, коли частинки рідини рухаються по складних траєкторіях, що весь час змінюються,

Рис. 26 – Установка Рейнольдса	Рис. 27 – Режими руху рідини


і в рідині відбувається інтенсивне перемішування. Уже давно відомо, що в'язкі рідини (олії) рухаються здебільш впорядковано, а малов'язкі рідини (вода, повітря) майже завжди невпорядковані. Ясність у питання про те, як саме буде відбуватися рух рідини в тих чи інших умовах, була внесена в 1883 р. у результаті дослідів англійського фізика Рейнольдса.
Дослідна установка Рейнольдса подана на рис. 26. До бака А с водою приєднана скляна труба В. Відкриваючи частково вентиль З, можна змусити воду текти по трубі з різними швидкостями. Із посудини D по трубці Е в устя труби В надходить фарба. При малих швидкостях руху води в трубі пофарбований струмок не розмивається водою, що його оточує, і має вигляд натягнутої нитки (рис. 27, а). Потік у цьому випадку називають ламінарним. При збільшенні швидкості руху води пофарбовані струмки одержують спочатку хвилястий обрис (рис. 27,б), а потім майже раптово зникають, розмиваючись по всьому перерізу труби й фарбуючи всю рідину. Рух рідини стає невпорядкованим, окремі частинки пофарбованої рідини розлітаються в усі боки, зіштовхуються одна з одною, вдаряються об стінки і т.д. (рис. 27, в). Такий рух рідини називають турбулентним. Основна особливість турбулентного руху полягає в наявності поперечних до напрямку руху складових швидкості, що накладаються на основну швидкість у поздовжньому напрямку.
Досліди Рейнольдса показали, що перехід від ламінарного руху до турбулентного відбувається при певній швидкості (так звана критична швидкість), що, однак, для труб різних діаметрів є різною, зростаючою зі збільшенням в'язкості і зменшуваною зі зменшенням діаметра труби.

5.4. Число Рейнольдса
Ґрунтуючись на деяких теоретичних міркуваннях [1,4], а також на результатах дослідів, Рейнольдс установив загальні умови, при яких можливі існування ламінарного і турбулентного режимів руху рідини і перехід від одного режиму до іншого. Виявилося, що стан (режим) потоку рідини в трубі залежить від величини безрозмірного числа, яке враховує основні фактори, що визначають цей рух: середню швидкість v, діаметр труби d, щільність рідини ρ і її абсолютну в'язкість μ. Це число (пізніше йому була присвоєна назва числа Рейнольдса) має вигляд:
 .						
Величина d у числі Рейнольдса може бути замінена будь-яким лінійним параметром, зв'язаним з умовами течії чи обтікання (діаметр труби, діаметр падаючоі в рідині кулі, довжина обтічної рідиною пластинки та ін.)
Значення числа Рейнольдса, при якому відбувається перехід від ламінарного руху до турбулентного, називають критичним числом Рейнольдса і позначають Reкp.
При  Re > ReKp режим руху є турбулентним, при  Re < ReKp — ламінарним. Величина критичного числа Рейнольдса залежить від умов входу в трубу, шорсткості її стінок, відсутності чи наявності первісних збурювань у рідині, конвекційних струмів та ін.
Питання про нестійкість ламінарного руху і його перехід в турбулентний, а також про величину критичного числа Рейнольдса ретельно теоретично й експериментально вивчалося, але й досі не одержало досить повного вирішення. 
Найчастіше в розрахунках приймають для критичного числа Рейнольдса значення
Reкр = 2000,				(113)
яке відповідає переходу руху рідини з турбулентного в ламінарний;  при переході руху з ламінарного в турбулентний критичне число Рейнольдса має велику величину (для добре закругленого плавного входу воно може бути доведене до 20000).
Дослідження також показують, що критичне значення числа Рейнольдса збільшується в  трубах, які звужуються, і зменшується в тих, що розширюються. Це можна пояснити тим, що при прискоренні руху частинок рідини в трубах, які звужуються, їхня тенденція до поперечного перемішування зменшується, а при уповільненому русі в трубах, що розширюються, посилюється.
За критичним значенням числа Рейнольдса легко можна знайти також критичну швидкість, тобто швидкість, нижче якої завжди матиме місце ламінарний рух рідини:
 .				(114)
У трубопроводах систем опалення, вентиляції, газопостачання, теплопостачання, водопостачання та ін.  рух, як правило, є турбулентним, тому що середовище, що рухається (вода, повітря, газ, пара) має малу в'язкість. Так, для газопроводів мережі будинкового споживання числа Рейнольдса бувають звичайно не нижче 3000, у міських мережах - не нижче 200000, у вентиляційних мережах - не нижче 150000, мережах стиснутого повітря - не менше 400000, у паропроводах центрального опалення - не нижче 30000, а в паропроводах ТЕЦ досягають 3106  —  5106. Ламінарний режим для води і повітря можливий тільки при їхньому русі в трубах дуже малого діаметра. Більш в'язкі рідини, наприклад олії, можуть рухатися ламінарно навіть у трубах значного діаметра.
Число Рейнольдса має велике значення при моделюванні гідроаеродинамічних явищ. Числу Рейнольдса можна надати дуже простий зміст. Воно може розглядатися як міра відношення кінетичної енергії розглянутого елемента рідини до роботи сил в'язкого тертя. Дійсно, кінетична енергія елемента рідини залежить від його об'єму і пропорційна ρv2l3, де l — лінійні розміри елемента рідини. Робота сил в'язкого тертя залежить від розмірів поверхні розглянутого елемента рідини і пропорційна μl2v. Відношення кінетичної енергії елементу рідини до роботи сил в'язкості буде дорівнювати:
 .						
Таким чином, число Рейнольдса характеризує відносну роль сил в'язкості. Чим воно менше, тим більш велику роль відіграють сили в'язкості в русі рідини. Чим більше число Рейнольдса, тим більший вплив сил інерції в потоці в порівнянні із силами в'язкості.
5.5. Особливості ламінарного і турбулентного руху рідини в трубах
Досліди показують, що одночасно з переходом ламінарного руху в турбулентний змінюється характер розподілу швидкостей по перерізу труби, а також характер гідравлічних опорів. При ламінарному русі розподіл швидкостей по перерізу має параболічний характер: безпосередньо біля стінок швидкості дорівнюють нулю, а при віддаленні від них безупинно і плавно зростають, досягаючи максимуму на осі труби (рис. 28).
При турбулентному русі закон розподілу швидкостей складніший: у межах більшої частини поперечного перерізу швидкості мільки незначно менше максимального значення (на осі), зате поблизу стінок (пограничний шар [5]) величина швидкості різко падає (рис. 29).

Рис. 28 – Епюра швидкостей при ламінарному русі рідини в трубопроводі	Рис. 29 – Епюра швидкостей при турбулентному русі рідини в трубопроводі1 – пограничний шар;2 – ядро потоку

Більш рівномірний розподіл швидкостей по перерізу при турбулентному русі пояснюється наявністю турбулентного перемішування, здійснюваного поперечними складовими швидкостей. Завдяки цьому перемішуванню частинки з великими швидкостями в центрі потоку і з меншими швидкостями на його периферії, безупинно зіштовхуючись, вирівнюють свої швидкості. Біля самої стінки турбулентне перемішування паралізується наявністю твердих меж, тому там спостерігається більш швидке падіння швидкості.




Таким чином, при рівномірному русі зменшення напору за довжиною труби виміряється різницею п'єзометричних висот, відлічуваних від однієї і тієї ж горизонтальної площини, і, отже, не залежить від розташування труби у вертикальній площині.
Якщо пропускати воду по трубі з різною швидкістю і, замірявши при цьому втрати напору, побудувати графік  hTp  = f(v), то він матиме вигляд, поданий на рис. 31. До якогось значення швидкості втрати напору змінюється прямо пропорційно швидкості, а потім вигляд кривої раптово змінюється і втрати напору стають пропорційними більш високому ступеню швидкості (приблизно її квадрату).

Рис. 30 – До визначення втрат напору на тертя в трубах	Рис. 31 – Залежність утрат напору на тертя від швидкості руху рідини1 – ламінарний режим;2 – турбулентний режим
Як і слід було очікувати, перехід від одного закону до іншого відбувається при значенні швидкості, рівному критичному, тобто в момент переходу від ламінарного руху до турбулентного. Звідси можна зробити важливий висновок про те, що при ламінарному русі втрати напору пропорційні швидкості в першому ступені, а при турбулентному — швидкості в ступені, більшому одиниці.
Таким чином, ламінарний і турбулентний режим, власне кажучи, відрізняються не тільки характером руху частинок (наявністю поперечних швидкостей при турбулентному русі), але також особливостями розподілу швидкостей по перерізу і характером залежності між утратами напору і швидкістю.

5.6. Утрати напору на тертя в круглій трубі
Знайдемо втрати напору на тертя при ламінарному русі рідини в круглій трубі.




Заміняючи абсолютну в'язкість μ через кінематичну , одержуємо формулу, названу формулою Пуазейля — Гагена, для втрат напору при ламінарному русі:
 .					 (117)
Ця формула показує, що втрати напору на тертя при ламінарному режимі пропорційні середньої швидкості руху. Ці втрати не залежать від стану внутрішньої поверхні стінок труби, тому що характеристика стану стінок у формулу (117) не входить. Відсутність впливу стінок на опір можна пояснити тим, що рідина прилипає до стінок, у результаті чого відбувається тертя рідини об рідину, а не рідини об стінку.




Звідси випливає, що при ламінарному режимі коефіцієнт гідравлічного тертя обернено пропорційний числу Рейнольдса.
Отримані залежності з великою точністю підтверджуються численними дослідами над рухом різних рідин в умовах ламінарного режиму. Тим самим знаходять підтвердження і зроблені в процесі висновків цих залежностей допущення про застосовність закону Ньютона для ламінарного руху і про те, що швидкість біля стінки дорівнює нулю. В інженерній практиці з ламінарним режимом часто доводиться зіштовхуватися при русі в трубах рідин з підвищеною в'язкістю (нафта, гас, мастила та ін.).
З формули (117) видно, що втрати напору при ламінарному режимі прямо пропорційні в'язкості рідини. Тому іноді для підвищення пропускної здатності нафтопроводів нафту в холодну погоду підігрівають, завдяки чому зменшується її в'язкість, а, отже, і втрати напору. Отримані залежності вимагають внесення в них виправлень при рухах зі значним теплообміном, тобто у випадках, якщо рух рідини супроводжується її нагріванням чи охолодженням;
Часто замість гідравлічного радіуса використовують так званий еквівалентний (чи гідравлічний) діаметр
 .							
Нагадаємо, що для круглих труб еквівалентний діаметр дорівнює їхньому геометричному діаметру: dэкв=d.
Заміняючи у формулі Дарсі для втрати напору діаметр гідравлічним радіусом чи еквівалентним діаметром, одержуємо вираз
 ,				(119)
яке принципово придатне для розрахунку труб будь-якого поперечного перерізу.
Однак у формулі (119) коефіцієнт   залежить уже не тільки від числа Рейнольдса, але і від форми перерізу труби.
При ламінарному русі коефіцієнт λ у трубах некругового перерізу значно зростає в порівнянні з рухом у круглій трубі (при тому самому числі Рейнольдса) і може бути виражений формулою
 ,						(120)
де  Re  - число Рейнольдса, обчислене за еквівалентним діаметром;
 ,					
А – коефіцієнт форми, чисельні значення якого залежать від форми перерізу.

5.7. Дослідні дані про розподіл швидкостей і втрати напору
Два основних питання, що цікавлять інженера при розгляді турбулентного руху рідини в трубах, — це визначення втрат напору і розподілу швидкостей по поперечному перерізу труби. Досліди свідчать, що як розподіл швидкостей, так і втрати напору можуть сильно мінятися залежно від діаметра труби, швидкості руху, в'язкості рідини і шорсткості стінок труб. При цьому шорсткість стінок, у свою чергу, визначається рядом факторів: матеріалом стінок; характером механічної обробки внутрішньої поверхні труби, від чого залежать висота виступів шорсткості, їхня форма, щільність і характер їхнього розміщення на поверхні; наявністю чи відсутністю в трубі іржі, корозії, відкладів опадів, захисних покрить і т.д.

Рис. 32 – До поняття про абсолютну шорсткість

Для грубої кількісної оцінки шорсткості вводиться поняття про середню висоту виступів (горбків) шорсткості. Цю висоту, вимірювану в лінійних одиницях (рис. 32), називають абсолютною шорсткістю і позначають буквою k. Досліди показали, що при одній і тій же величині абсолютної шорсткості вплив її на величину гідравлічних опорів і розподіл швидкостей різний залежно від діаметра труби. Тому вводиться поняття про відносну шорсткість, вимірювану відношенням абсолютної шорсткості до діаметра труби, тобто величиною k/d.
За допомогою аналізу розмірностей було встановлено, що коефіцієнт гідравлічного тертя λ у формулі Дарсі — Вейсбаха  може залежати від двох безрозмірних параметрів: vdρ/μ і k/d. Перший з цих параметрів являє собою число Рейнольдса, а другий відносну шорсткість, отже,
 .					(121)
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Рис. 33 – Графік Нікурадзе (I – лінія ламінарного руху; II – лінія гідравлично гладких труб; III – лінія повністю шорсткуватих труб; 1 – r/k=15; 2 – r/k=30,6; 3 – r/k=60; 4 – r/k=126; 5 – r/k=252; 6 – r/k=507

Пісок з різною висотою горбків шорсткості k наносився суцільним шаром на внутрішню поверхню труб різного діаметра; при цьому були отримані різні значення щодо  шорсткості   (від k /d=0,00197  до  k /d=0,066). У виготовлених у такий спосіб трубах при різних витратах вимірювали втрату напору й обчислювали коефіцієнт  за формулою Дарсі-Вейсбаха.
Результати дослідів Нікурадзе полані у вигляді графіка, показаного на рис. 33, де по горизонтальній осі відкладені величини 1g Re, а по вертикальної — величини 1g(100). З розгляду цього графіка можна зробити наступні висновки. При ламінарному русі  (Re<2000 чи lgRe<3,3)  всі дослідні точки, незалежно від шорсткості стінок лягають на пряму лінію I. Ця лінія зображує залежність (121) для ламінарного режиму. У такий спосіб підтверджується, що при ламінарному русі шорсткість не впливає на опір.
При турбулентному режимі (Re>2000; lgRe>3,6) дослідні точки до деяких чисел Рейнольдса збігаються з лінією II, отриманою при випробуванні гладких труб без штучної шорсткості, а потім відхиляються від неї убік великих значень ; чим менше шорсткість, тим при більш великих числах Рейнольдса починається це відхилення; таким чином, при деяких умовах (малі числа Re, малі значення k/d чи великі r/k, де r — радіус труби) шорсткість не впливає на опір також і при турбулентному русі.
При великих числах Рейнольдса коефіцієнт гідравлічного тертя перестає залежати від цього числа (тобто від в'язкості рідини) і для заданого значення k/d зберігає постійну величину.
Труби, в яких коефіцієнт гідравлічного тертя λ зовсім не залежить від в'язкості рідини (числа Рейнольдса), а тільки від відносної шорсткості, називають повністю шорсткуватими. Труби ж, у яких коефіцієнт λ зовсім не залежить від шорсткості стінок, а тільки від числа Рейнольдса, називають гідравлично гладкими. З графіка Нікурадзе видно, що та сама труба в одних умовах може бути гідравлично гладкою, а в інших повністю шорсткуватою. Область руху, в якій λ залежить і від Re, і від k/d, називають перехідною (область змішаного тертя). 
Отриманим результатам можна дати наступне фізичне тлумачення. При малих числах Рейнольдса рідина обтікає виступи шорсткості без утворення і відриву вихрів завдяки значному впливу в'язкості рідини; властивості поверхні стінок труб не впливають при цьому на опір і криві λ=f (Re) збігаються з прямою II (для гладких труб). Коли ж зі збільшенням швидкості (тобто числа Рейнольдса) від горбків шорсткості починають відриватися вихри, то властивості поверхні вже впливають на опір і криві λ=f (Re) відхиляються від лінії гладкого тертя.
У результаті дослідів Нікурадзе та інших досліджень над опором трубопроводів були запропоновані різні емпіричні формули для визначення коефіцієнта гідравлічного тертя λ.
Для гідравлічно гладких труб велике поширення одержала формула Блазіуса
 .							(122)
а для цілком шорсткуватих труб — формула Б. Л. Шифрінсона:
 .						(123)
5.8. Місцеві гідравлічні опори. Загальні відомості
Місцеві опори викликаються фасонними частинами, арматурою та іншим устаткуванням трубопровідних мереж, що призводять до зміни величини чи напрямку швидкості руху рідини на окремих ділянках трубопроводу (при розширенні чи звуженні потоку, в результаті його повороту, при протіканні потоку через діафрагми, засувки і т.д.), що завжди зв'язано з появою додаткових утрат напору.
У водопровідних магістральних трубах втрати напору на місцеві опори звичайно дуже невеликі (не більше 10— 20% утрат напору на тертя). У повітропроводах вентиляційних і пневмотранспортних установок, в дуттьових установках котельних втрати на подолання місцевих опорів часто значно більше втрат напору на тертя. Місцеві опори є істотними і при розрахунку паропроводів.
Утрати напору, витраченого на подолання якого-небудь місцевого опору, прийнято оцінювати в частках швидкісного напору, що відповідає швидкості безпосередньо за розглянутим місцевим  опором,  тобто визначати їх з формули Вейсбаха:
 ,							
де ζ — так названий коефіцієнт місцевого  опору.
Коефіцієнти різних місцевих опорів знаходять, як правило, дослідним шляхом; таблиці значень цих коефіцієнтів (або емпіричні криві й формули для них) містяться у всіх інженерних довідниках і посібниках з гідравліки [3]. Для деяких практично важливих випадків значення коефіцієнтів місцевих опорів вдалося одержати теоретичним шляхом.
Іноді місцеві втрати напору виражають у вигляді еквівалентної довжини lэ прямої ділянки трубопроводу, опір тертя якого за величиною дорівнює розглянутим місцевим утратам напору, тобто з умови
 ,						
чи
 .					       (124)
Коефіцієнт гідравлічного тертя λ, як уже було з'ясовано, залежить від числа Рейнольдса і відносної шорсткості, тому одному й тому ж значенню коефіцієнта місцевого опору ζ у загальному випадку відповідає різна еквівалентна довжина. Лише в квадратичній області опору, коли λ ≠ f (Re), еквівалентна довжина заданого місцевого опору постійна.
Основні види місцевих утрат напору можна умовно розділити на наступні групи:
утрати, зв'язані зі зміною перерізу потоку (або, що те саме, його середньої швидкості). Сюди відносяться випадки раптового розширення, звуження, а також поступового розширення і звуження потоку;
утрати, викликані зміною напрямку потоку. Сюди відносяться різного роду коліна, косинці, відводи, використовувані на трубопроводах;
утрати, зв'язані з протіканням рідини через арматуру різного типу (вентилі, крани, зворотні клапани, сітки, добори, дроселі-клапани і т.д.);
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